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EJERCICIO 1 (31:16) 

1.1 Dados los cuadrimomentos iniciales 𝒑𝒂
𝝁 ൌ ቀ𝑬𝒂

𝒑𝒂
ቁ y 𝒑𝒃

𝝁 ൌ ቀ𝑬𝒃
𝒑𝒃

ቁ, demostrar que la velocidad del 

observador para un sistema de referencia COM (centro de momentos) debe ser 

𝑽 ൌ
𝒑𝒂 ൅ 𝒑𝒃

𝑬𝒂 ൅ 𝑬𝒃
 

1.2 Encontrar los cuadrimomentos desde el sistema de referencia COM 

1.3 Calcular la energía del centro de momentos 

 

Ejercicio 1.1 

La transformación de Lorentz para un sistema de referencia moviéndose a velocidad V es Λ ൌ 𝛾 ൬
1 െ𝛽

െ𝛽 1 ൰ 

Considerando c = 1 entonces 𝛽 ൌ 𝑉 y 𝛾 ൌ
ଵ

√ଵି௏మ 

Λ ൌ
1

√1 െ 𝑉ଶ
ቀ 1 െ𝑉

െ𝑉 1
ቁ 

𝑝௔
ఓ ஼ைெ ൌ Λ 𝑝௔

ఓ ൌ
1

√1 െ 𝑉ଶ
ቀ 1 െ𝑉

െ𝑉 1
ቁ ൬

𝐸௔

𝑝௔
൰ ൌ

1

√1 െ 𝑉ଶ
൬

𝐸௔ െ 𝑉𝑝௔

െ𝑉𝐸௔ ൅  𝑝௔
൰ 

𝑝௕
ఓ ஼ைெ ൌ Λ 𝑝௕

ఓ ൌ
1

√1 െ 𝑉ଶ
ቀ 1 െ𝑉

െ𝑉 1
ቁ ൬

𝐸௕

𝑝௕
൰ ൌ

1

√1 െ 𝑉ଶ
൬

𝐸௕ െ 𝑉𝑝௕

െ𝑉𝐸௕ ൅  𝑝௕
൰ 

En el sistema de referencia COM debe cumplirse que ∑ 𝑝పሬሬሬ⃗௜ ൌ 0, es decir que 𝑝௔
஼ைெሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൅ 𝑝௕

஼ைெሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 0 , de modo 

que: 

1

√1 െ 𝑉ଶ
ሺെ𝑉𝐸௔ ൅  𝑝௔ሻ ൅

1

√1 െ 𝑉ଶ
ሺെ𝑉𝐸௕ ൅  𝑝௕ሻ ൌ 0 

െ𝑉𝐸௔ ൅  𝑝௔ െ 𝑉𝐸௕ ൅ 𝑝௕ ൌ 0 

𝑽 ൌ
𝒑𝒂 ൅ 𝒑𝒃

𝑬𝒂 ൅ 𝑬𝒃
 

Ejercicio 1.2 

𝛾 ൌ
1

√1 െ 𝑉ଶ
ൌ

1

ඨ1 െ ൬
𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏
𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏

൰
ଶ

ൌ
𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏

ටሺ𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏ሻଶ െ ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯
ଶ
 

𝛽 ൌ 𝑉 ൌ
𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏
𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏

 

Λ ൌ 𝛾 ൬
1 െ𝛽

െ𝛽 1 ൰ ൌ
𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏

ටሺ𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏ሻଶ െ ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯
ଶ

⎝

⎜
⎛

1 െ
𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏
𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏

െ
𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏
𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏

1
⎠

⎟
⎞
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Λ ൌ
1

ටሺ𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏ሻଶ െ ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯
ଶ

ቆ
𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏 െ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯

െ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯ 𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏
ቇ 

𝑝௔
ఓ ஼ைெ ൌ Λ 𝑝௔

ఓ ൌ
1

ටሺ𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏ሻଶ െ ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯
ଶ

ቆ
𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏 െ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯

െ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯ 𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏
ቇ ൬

𝐸௔

𝑝௔
൰ 

𝑝௔
ఓ ஼ைெ ൌ

1

ටሺ𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏ሻଶ െ ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯
ଶ

ቆ
ሺ𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏ሻ𝐸௔ െ ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯𝑝௔

െ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯𝐸௔ ൅ ሺ𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏ሻ𝑝௔
ቇ 

𝑝௔
ఓ ஼ைெ ൌ

1

ටሺ𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏ሻଶ െ ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯
ଶ

ቆ
𝐸௔

ଶ ൅ 𝐸𝑏𝐸௔ െ 𝑝௔
ଶ െ 𝑝𝑏𝑝௔

െ𝑝𝑎𝐸௔ െ 𝑝𝑏𝐸௔ ൅ 𝐸𝑎𝑝௔ ൅ 𝐸𝑏𝑝௔
ቇ 

𝒑𝒂
𝝁 𝑪𝑶𝑴 ൌ

𝟏

ටሺ𝑬𝒂 ൅ 𝑬𝒃ሻ𝟐 െ ൫𝒑𝒂 ൅ 𝒑𝒃൯
𝟐

ቆ
𝑬𝒂

𝟐 ൅ 𝑬𝒃𝑬𝒂 െ 𝒑𝒂
𝟐 െ 𝒑𝒃𝒑𝒂

െ𝒑𝒃𝑬𝒂 ൅ 𝑬𝒃𝒑𝒂
ቇ  

𝑝௕
ఓ ஼ைெ ൌ Λ 𝑝௕

ఓ ൌ
1

ටሺ𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏ሻଶ െ ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯
ଶ

ቆ
𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏 െ𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏

െ𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏 𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏
ቇ ൬

𝐸௕

𝑝௕
൰ 

𝑝௕
ఓ ஼ைெ ൌ

1

ටሺ𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏ሻଶ െ ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯
ଶ

ቆ
ሺ𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏ሻ𝐸௕ െ ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯𝑝௕

െ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯𝐸௕ ൅ ሺ𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏ሻ𝑝௕
ቇ 

𝑝௕
ఓ ஼ைெ ൌ

1

ටሺ𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏ሻଶ െ ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯
ଶ

ቆ
𝐸௕

ଶ ൅ 𝐸𝑏𝐸௔ െ 𝑝𝑏𝑝௔ െ 𝑝௕
ଶ

െ𝑝𝑎𝐸௕ െ 𝑝𝑏𝐸௕ ൅ 𝐸𝑎𝑝௕ ൅ 𝐸𝑏𝑝௕
ቇ 

𝒑𝒃
𝝁 𝑪𝑶𝑴 ൌ

𝟏

ටሺ𝑬𝒂 ൅ 𝑬𝒃ሻ𝟐 െ ൫𝒑𝒂 ൅ 𝒑𝒃൯
𝟐

ቆ
𝑬𝒃

𝟐 ൅ 𝑬𝒃𝑬𝒂 െ 𝒑𝒃
𝟐 െ 𝒑𝒃𝒑𝒂

െ𝒑𝒂𝑬𝒃 ൅ 𝑬𝒂𝒑𝒃
ቇ  

Ejercicio 1.3 

La energía del centro de momentos es 

𝐸஼ைெ ൌ 𝐸௔
஼ைெ ൅ 𝐸௕

஼ைெ 

𝐸஼ைெ ൌ
1

ටሺ𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏ሻଶ െ ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯
ଶ

൫𝐸௔
ଶ ൅ 𝐸𝑏𝐸௔ െ 𝑝௔

ଶ െ 𝑝𝑏𝑝௔൯

൅
1

ටሺ𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏ሻଶ െ ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯
ଶ

൫𝐸௕
ଶ ൅ 𝐸𝑏𝐸௔ െ 𝑝𝑏𝑝௔ െ 𝑝௕

ଶ൯ 

𝐸஼ைெ ൌ
1

ටሺ𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏ሻଶ െ ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯
ଶ

൫𝐸௔
ଶ ൅ 𝐸𝑏𝐸௔ െ 𝑝௔

ଶ െ 𝑝𝑏𝑝௔ ൅ 𝐸௕
ଶ ൅ 𝐸𝑏𝐸௔ െ 𝑝𝑏𝑝௔ െ 𝑝௕

ଶ൯ 
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𝐸஼ைெ ൌ
1

ටሺ𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏ሻଶ െ ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯
ଶ

൫𝐸௔
ଶ ൅ 2𝐸𝑏𝐸௔ ൅ 𝐸௕

ଶ െ 𝑝௔
ଶ െ 2𝑝𝑏𝑝௔ െ 𝑝௕

ଶ൯ 

𝐸஼ைெ ൌ
1

ටሺ𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏ሻଶ െ ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯
ଶ

ቀሺ𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏ሻଶ െ ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯
ଶ

ቁ 

𝑬𝑪𝑶𝑴 ൌ ටሺ𝑬𝒂 ൅ 𝑬𝒃ሻ𝟐 െ ൫𝒑𝒂 ൅ 𝒑𝒃൯
𝟐
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EJERCICIO 2 (36:56) 

2.1 Para un sistema de referencia LAB demostrar que, si la partícula “b” está en reposo, la velocidad del 

observador debe ser 

𝑽 ൌ
𝒑𝒃

𝑬𝒃
 

2.2 Encontrar los cuadrimomentos desde el sistema de referencia LAB 

2.3 Si estoy en un sistema de referencia LAB (velocidad de partícula “b” igual a cero) ¿cuál es la 

transformación de Lorentz que nos lleva al centro de momentos? 

 

Ejercicio 2.1 

𝑝௕
ఓ ௅஺஻ ൌ Λ 𝑝௕

ఓ ൌ
1

√1 െ 𝑉ଶ
ቀ 1 െ𝑉

െ𝑉 1
ቁ ൬

𝐸௕

𝑝௕
൰ ൌ

1

√1 െ 𝑉ଶ
൬

𝐸௕ െ 𝑉𝑝௕

െ𝑉𝐸௕ ൅  𝑝௕
൰ 

En el sistema de referencia LAB el momento de la partícula “b” debe ser nulo, por lo que 

െ𝑉𝐸௕ ൅  𝑝௕ ൌ 0 

𝑽 ൌ
𝒑𝒃

𝑬𝒃
 

Ejercicio 2.2 

Λ ൌ
1

√1 െ 𝑉ଶ
ቀ 1 െ𝑉

െ𝑉 1
ቁ ൌ

1

ට1 െ ቀ
𝑝௕
𝐸௕

ቁ
ଶ

൮
1 െ

𝑝௕

𝐸௕

െ
𝑝௕

𝐸௕
1

൲ ൌ
𝐸௕

ට𝐸௕
ଶ െ 𝑝௕

ଶ

൮
1 െ

𝑝௕

𝐸௕

െ
𝑝௕

𝐸௕
1

൲ 

Λ ൌ
1

ට𝐸௕
ଶ െ 𝑝௕

ଶ

൬
𝐸௕ െ𝑝௕

െ𝑝௕ 𝐸௕
൰ 

𝑝௔
ఓ ௅஺஻ ൌ Λ 𝑝௔

ఓ ൌ
1

ට𝐸௕
ଶ െ 𝑝௕

ଶ

൬
𝐸௕ െ𝑝௕

െ𝑝௕ 𝐸௕
൰ ൬

𝐸௔

𝑝௔
൰ 

𝒑𝒂
𝝁 𝑳𝑨𝑩 ൌ

𝟏

ට𝑬𝒃
𝟐 െ 𝒑𝒃

𝟐

൬
𝑬𝒂𝑬𝒃 െ 𝒑𝒃𝒑𝒂

െ𝒑𝒃𝑬𝒂 ൅ 𝑬𝒃𝒑𝒂
൰  

𝑝௕
ఓ ௅஺஻ ൌ Λ 𝑝௕

ఓ ൌ
1

ට𝐸௕
ଶ െ 𝑝௕

ଶ

൬
𝐸௕ െ𝑝௕

െ𝑝௕ 𝐸௕
൰ ൬

𝐸௕

𝑝௕
൰ ൌ

1

ට𝐸௕
ଶ െ 𝑝௕

ଶ

ቆ
𝐸௕

ଶ െ 𝑝௕
ଶ

െ𝑝௕𝐸௕ ൅ 𝐸௕𝑝௕
ቇ 

𝒑𝒃
𝝁 𝑳𝑨𝑩 ൌ ൮

ට𝑬𝒃
𝟐 െ 𝒑𝒃

𝟐

𝟎
൲  
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Ejercicio 2.3 

En el ejercicio 1.2 calculamos la transformada de Lorentz para pasar a un sistema de referencia COM 

Λ ൌ
1

ටሺ𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏ሻଶ െ ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯
ଶ

ቆ
𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏 െ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯

െ൫𝑝𝑎 ൅ 𝑝𝑏൯ 𝐸𝑎 ൅ 𝐸𝑏
ቇ 

En el sistema LAB pb es nulo por lo que transformada resulta: 

𝚲 ൌ
𝟏

ට൫𝑬𝒂
𝑳𝑨𝑩 ൅ 𝑬𝒃

𝑳𝑨𝑩൯
𝟐

െ 𝒑𝒂
𝑳𝑨𝑩𝟐

൭
𝑬𝒂

𝑳𝑨𝑩 ൅ 𝑬𝒃
𝑳𝑨𝑩 െ𝒑𝒂

𝑳𝑨𝑩

െ𝒑𝒂
𝑳𝑨𝑩 𝑬𝒂

𝑳𝑨𝑩 ൅ 𝑬𝒃
𝑳𝑨𝑩൱  
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EJERCICIO 3 (38:27) 

Siendo s, t y m las variables de Mandelstam, demostrar que: 

𝒔 ൅ 𝒕 ൅ 𝒎 ൌ  𝒎𝒂
𝟐 ൅ 𝒎𝒃

𝟐 ൅ 𝒎𝒄
𝟐 ൅ 𝒎𝒅

𝟐  

Donde 

𝒔 ൌ ሺ𝒑𝒂 ൅ 𝒑𝒃ሻ𝟐 

𝒕 ൌ ሺ𝒑𝒂 െ 𝒑𝒄ሻ𝟐 

𝒖 ൌ ሺ𝒑𝒂 െ 𝒑𝒅ሻ𝟐 

 

𝑠 ൌ ሺ𝑝௔ ൅ 𝑝௕ሻଶ ൌ 𝑝௔
ଶ ൅ 2𝑝௔𝑝௕ ൅ 𝑝௕

ଶ 

𝑡 ൌ ሺ𝑝௔ െ 𝑝௖ሻଶ ൌ 𝑝௔
ଶ െ 2𝑝௔𝑝௖ ൅ 𝑝௖

ଶ 

𝑢 ൌ ሺ𝑝௔ െ 𝑝ௗሻଶ ൌ 𝑝௔
ଶ െ 2𝑝௔𝑝ௗ ൅ 𝑝ௗ

ଶ 

𝑠 ൅ 𝑡 ൅ 𝑚 ൌ 𝑝௔
ଶ ൅ 2𝑝௔𝑝௕ ൅ 𝑝௕

ଶ ൅ 𝑝௔
ଶ െ 2𝑝௔𝑝௖ ൅ 𝑝௖

ଶ ൅ 𝑝௔
ଶ െ 2𝑝௔𝑝ௗ ൅ 𝑝ௗ

ଶ 

Considerando que 𝑝௜
ଶ ൌ 𝑚௜

ଶ 

𝑠 ൅ 𝑡 ൅ 𝑚 ൌ 𝑚௔
ଶ ൅ 2𝑝௔𝑝௕ ൅ 𝑚௕

ଶ ൅ 𝑝௔
ଶ െ 2𝑝௔𝑝௖ ൅ 𝑚௖

ଶ ൅ 𝑝௔
ଶ െ 2𝑝௔𝑝ௗ ൅ 𝑚ௗ

ଶ 

𝑠 ൅ 𝑡 ൅ 𝑚 ൌ 𝑚௔
ଶ ൅ 𝑚௕

ଶ ൅ 𝑚௖
ଶ ൅ 𝑚ௗ

ଶ ൅ 2𝑝௔𝑝௕ ൅ 2𝑝௔
ଶ െ 2𝑝௔𝑝௖ െ 2𝑝௔𝑝ௗ  

𝑠 ൅ 𝑡 ൅ 𝑚 ൌ 𝑚௔
ଶ ൅ 𝑚௕

ଶ ൅ 𝑚௖
ଶ ൅ 𝑚ௗ

ଶ ൅ 2𝑝௔ሺ𝑝௕ ൅ 𝑝௔ െ 𝑝௖ െ 𝑝ௗሻ 

Como 𝑝௔ ൅ 𝑝௕ ൌ 𝑝ௗ ൅ 𝑝ௗ  

𝑠 ൅ 𝑡 ൅ 𝑚 ൌ 𝑚௔
ଶ ൅ 𝑚௕

ଶ ൅ 𝑚௖
ଶ ൅ 𝑚ௗ

ଶ ൅ 2𝑝௔ሺ0ሻ 

𝒔 ൅ 𝒕 ൅ 𝒎 ൌ 𝒎𝒂
𝟐 ൅ 𝒎𝒃

𝟐 ൅ 𝒎𝒄
𝟐 ൅ 𝒎𝒅

𝟐  

 

 

 

 

 


